Bohrs atommodel — breddeopgave 68 med didaktisk kommentar

Af Jens Hpjgaard Jensen, IMFUFA, INM, RUC.

Mit formal med artikelserien om breddeopgaver er — udover at gore opmeerksom pa RUCs fysikuddannelse —
dobbelt: Dels udveelger jeg opgaverne, sda de kan have interesse som fysikproblemer i egen ret. Dels udveelger
jeg dem med henblik pa at kunne knytte didaktiske overvejelser til dem af interesse for fysikundervisere. I forste
omgang i forhold til universitetsundervisning. Men i anden omgang kunne der mdske ogsa treekkes paralleller til

andre undervisningsniveauer.

Her bringes lgsning og kommentar til opgaven fra
forrige nummer samt en ny opgave. Opgaven i sidste
nummer af KVANT var denne breddeopgave (nr. 68 i
rekken her i KVANT):

Breddeopgave 68. Bohrs atommodel

Niels Bohr blev i 1913 fgrt pd sporet af sin model
for brintatomet ved at bemerke, at det ikke er muligt
at danne en karakteristisk lengde svarende til ato-
mets stgrrelse fra naturkonstanterne m., elektronens
masse, 0g 62/471'60, konstanten i Coulombs lov, der
er de naturkonstanter, der kan indga i resultatet af en
klassisk beregning. Hvis derimod h, Plancks konstant,
inddrages, fremgar der herved en karakteristisk lengde
af den rigtige stgrrelsesorden. Hvordan er Bohrradius
givet ved me, h, og e? /4meq? Begrund svaret.

Lgsning

Dimensionen af m,. er masse, M. Dimensionen af
e?/(4meg) er ifglge Coulombs lov kraft gange lengde
i anden potens, M L3 T—2. Det ses, at dimensionen
af ethvert produkt af en potens af m,. og en potens af
e?/(4meg) indeholder basisdimensionen tid i en eller
anden potens. Det er derfor ikke muligt at lave et po-
tensprodukt af de to naturkonstanter med alene dimen-
sionen l&ngde. Men billedet skifter, hvis vi yderligere
inddrager Plancks konstant, der har dimensionen energi
gange tid, M L? T~!. Sa giver kombinationen

h2 - 47T€0h2

b =
mee?/(4meg) mee?

ey

hvor b er en dimensionslgs talfaktor, en fysisk stgrrelse
med dimensionen le@ngde. Vealges talfaktoren til at
vere b = (2m)72, er dette radius af brintatomet i
grundtilstanden ifglge Bohrs atommodel, altsa Bohrra-
dius. Bortset fra den ukendte talfaktor tillader dimen-
sionsanalysen ikke andre mulige svar pa opgaven. En-
hver model eller teori, der benytter h, m, og e?/(4meq)
som inputparametre, vil ngdvendigvis levere svaret (1).
Derfor er det heller ikke overraskende, at den kvante-
mekaniske udregning ud fra Schrédingerligningen, som
har de samme inputparametre, fgrer til samme resultat
som Bohrs atommodel.
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Kommentar

At Niels Bohr var hjulpet af dimensionsovervejelser pa
vej til sin atommodel fremgar bl.a. af fglgende citat fra
“Om Brintspektret”, Fysisk Tidsskrift, vol. 12, 1913:

“At man ikke kan komme nogen Vegne med et saa
simpelt System, som det vi betragter, kunde man have
forudsagt allerede udfra en Dimensionsbetragtning;
man kan nemlig ikke ved Hjeelp af e og m alene
bestemme en Stgrrelse, der kan tydes som en Diameter
af et Atom ...” (Her star m for elektronens masse og e
for e/\/4mep, da Bohr anvender det Gaussiske system.)

I indledningen i “On the Constitution of Atoms and
Molecules”, Philosophical Magazine, vol. 26, 1913,
findes bl.a. denne dimensionsovervejelse:

“Whatever the alteration in the laws of motion of
electrons may be, it seems necessary to introduce in
the laws in question a quantity foreign to the classical
electrodynamics, i.e. Planck’s constant, or as it often
is called the elementary quantum of action. By the
introduction of this quantity the question of the stable
configuration of the electrons in the atoms is essentially
changed, as this constant is of such dimensions and
magnitude that it, together with the mass and charge
of the particles, can determine a length of the order of
magnitude required.”

I gvrigt vil kommentaren her, som annonceret i min
forrige artikel i KVANT, dreje sig om dimensionsana-
lyse mere generelt.

Dimensionsanalyse med det formal at udtrykke en
fysisk stgrrelse ()1 som funktion af en raekke andre
bestemmende fysiske stgrrelser, Qo, @3, Q4, ..., altsd at
finde en formel for Q1 (Q2, @3, Q4, -..), bestar i almin-
delighed af to skridt. Det fgrste - og svereste - skridt
bestar i at udvelge de inputparametre, Q2, @3, Q4, ...,
der er relevante for @);. Dette skridt kommenterede jeg i
min forrige artikel. Nar inputparametrene er valgt bestar
det andet skridt i at sgge den efterspurgte formel blandt
de dimensionsmassigt tilladte.

Da fysiske stgrrelser med forskellig dimension, fx
en lengde og en masse, ikke meningsfuldt kan lag-
ges sammen, hvorimod de kan ganges og divideres
med hinanden til nye stgrrelser med nye dimensioner,
fx massefylde med dimensionen masse divideret med
lengde i tredje potens, skal de dimensionsmessigt
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tilladte formler sgges blandt:

Q1(Q2,Q3,Q4,.) =g Q5 Q5 Q... ()

ved at veelge «, (3, 7, ... sdledes, at hgjre og venstre side
far samme dimension, og hvor g er et dimensionsl@st
tal eller en dimensionslgs funktion af dimensionslgse
bestemmende fysiske stgrrelser eller dimensionslgse
kombinationer af bestemmende fysiske stgrrelser.

Det kan tenkes, at der er flere mader at velge «,
B, 7, ... pa, som tilfredsstiller kravet om ens dimension
pa de to sider af ligning (2), resulterende i forskellige
fysiske stgrrelser A, B, ..., der alle har dimension som
(1, hvorved (01 kan fremstilles som en linearkombina-
tion af A, B, ... . Men da aA + bB + ... = A(a +
bB/A + ..), kan vi i det tilfeelde genetablere ligning
(2)‘s made at udtrykke Q1(Q2, @3, Q4,...) pa ved at
inkludere den dimensionslgse parentes i g faktoren.
Som en konsekvens af, at fysiske stgrrelser med forskel-
lig dimension alene kan multipliceres og ikke adderes,
representerer ligning (2) derfor alle tenkelige formler
for Ql(QQa Q3a Q47 )

I litteraturen skelnes der mellem en intuitiv tilgang
til dimensionsanalyse og dimensionsanalyse gennem-
fgrt i kraft af det sdkaldte Buckinghams II-teorem.
(Se fx T. Misic, M. Najdanovic-Lukic, and L. Nesic,
“Dimensional analysis in physics and the Buckingham
theorem,” Eur. J. Phys. 31, 893-906 (2010).) Efter min
vurdering er der ikke tale om to vasensforskellige
tilgange til dimensionsanalysen, hvorfor jeg har sam-
menfattet dem i ligning (2).

Den intuitive tilgang er den, hvor faktoren g i
ligningen er enkel at overskue. Lad os illustrere den
intuitive tilgang ved den formelle brug af ligning (2)
pa Bohrradius-eksemplet. Her har ligning (2), med ag
som Bohrradius, udseendet

ag(h, me, €%/ (4meg)) = gh®mP (€% /(4meg))”.  (3)
Da g er dimensionslgs, fglger heraf

ML!TY = L = [ag] = [h*m(e?/(4me0))"] (4)

= (MLA*T HemMP(ML3T2)Y  (5)

Ma+/3+’yL2a+3’yT—o¢—2y, (6)

hvor fx [ag] skal leeses som dimensionen af ag. Da M,

L og T som valgte basisdimensioner ikke kan reduceres

til hinanden, skal deres potenser i ligning (4) stemme
overens hver for sig. Det giver ligningssystemet

M : O=a+ 06+~ (7
L: 1=2a+ 3y (8)
T: 0=—a—2y 9

med den entydige lgsning o« = 2, § = —1, v = —1.
Indsat i ligning (3) fés herefter vores resultat fra ligning
(1) igen. Hvad med faktoren ¢ i ligning (3)? Den er
et rent tal, da der ikke indgar dimensionslgse fysiske
inputstgrrelser i problemet, og da h, m. og e?/(4meq)
ikke kan kombineres til en dimensionslgs stgrrelse. Det
fremgar af, at hvis ligningssystemet (7)-(9) havde lutter
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nuller pa venstresiderne, ville det have den entydige
lgsning « = 8 = v = 0. Nar g blot er et tal, drejer
dimensionsanalyse sig alene om at finde de rigtige
potenser pa inputparametrene.

Dimensionsanalyse ved hjelp af Buckinghams 1I-
teorem svarer til ligning (2), hvor faktoren g er kom-
pleks og svarere at overskue. Lad os illustrere ved
eksemplet den hydrodynamiske tvaerkraft, Magnus-
kraften, pa et roterende kugleformet legeme i bevagelse
gennem et medie. Eksemplet viser ogsa det usaedvanli-
ge, at implicitte videnskabsteoretiske fortolkninger af
fysik kan have kontante fysikfaglige konsekvenser.

Magnus-kraften ma afthenge af radius r, stgrrelsen
af translationshastigheden v, og stgrrelsen af vinkelha-
stigheden w af det kugleformede legeme.

Stgrrelsen af Magnus-kraften ma ogsa afhenge af
vinklen mellem translationshastigheden og rotationsha-
stigheden, 6. Endelig ma den afhange af massefylden
p og viskositeten 1 af mediet. Hvis vi antager mediet
for at vaere usammentrykkeligt, er det svaert for den
trenede fysiker at tenke pa inputvariable herudover.
Vi vil derfor spgrge om, hvordan stgrrelsen af Magnus
kraften F' athenger af de n@vnte parametre. Hvordan
ser funktionen F'(r,v,w, 8, p,n) ud?

Svarende til ligning (2) skal funktionen sg@ges
blandt:

F(r,v,w,0,p,m) = gr*v’w10°pn  (10)
Da g og 0 er dimensionslgse, fglger heraf

MLT 2 = [F] = [r*vPw?6° p] (11)
= LALT HA (T HY (ML) MLITHS  (12)
— M€+CLQ/+/B_36_CT_6_’Y_C. (13)

Kravet om ens potenser af basisdimensionerne giver
os derfor ligningssystemet

M : 1=€e+( (14)
L: l=a+f8-3e—¢ (15)
T: —2=—f-~—C. (16)

I ligningssystemet (7)-(9) var der tre ligninger med tre
ubekendte. Nu har vi tre ligninger med fem ubekendte,
og derfor ikke én men en uendelighed af lgsninger.
Men vi kan dog benytte ligningssystemet til at reducere
graden af uendelighed ved ud fra ligningerne fx at finde
«, B og e udtrykt ved v og (. Af ligningssystemet (14)-
(16) findesao =2+~v—(, B=2—vy—(,0ge=1—C.
Indseattes dette i ligning (10) fas:

F(r,v,w,0, p.n) = gor®v(rw/v) 0 (n/ pro)f.
a7
Dette er en mulig reprasentation af de af funktio-
nerne givet ved ligning (10), der opfylder kravet om
ens dimension pa begge sider af ligningen. Eksponen-
terne v, 9, og ¢ for de indbyrdes fysisk uafthengige
dimensionslgse stgrrelser rw/v, 6§ og n/(prv) kan
velges vilkarligt. Vi kan derfor ikke umiddelbart vide
noget om, hvordan F' ath&nger af de tre dimensionslgse
stgrrelser. Men g ma kunne beskrives som en ukendt
funktion alene af disse tre stgrrelser. Det fremgar bade
af ligning (17) og af ligningssystemet (14)-(16) med
bare nuller pa venstresiderne, at andre dimensionslgse
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potensprodukter af r,v,w, 0, p, og n end rw/v, 6 og
n/(prv) alene er indbyrdes potensprodukter af disse tre.
Da prvn/ = R., det sékaldte Reynoldstal, kan ligning
(17) derfor omformuleres til

F(r,v,w,0,p,m) = Cr(rw/v,0, Re)pr2v2, (18)

hvor den ukendte dimensionslgse funktion af de dimen-
sionslgse argumenter rw/v, 6 og R, er kaldt C, (lift
coefficient) i overensstemmelse med saedvanen. Ved
hjaelp af dimensionsanalysen har vi altsa faet indsnav-
ret parameterrummet for empirisk kortlegning fra at
vere 6-dimensionalt til at vere 3-dimensionalt. Som
sagt svarer analysen her til at anvende Buckinghams IT-
teorem.

I 2013 har G. Robinson og I. Robinson skrevet
en artikel med titlen “The motion of an arbitrarily
rotating spherical projectile and its application to ball
games” (Phys. Scr. 88, 018101), hvor de modellerer Cf,
ved at antage den uafh@ngig af R, og v og samtidig
afhengig af w svarende til rapporterede maledata. I
en kommentar hertil (Phys. Scr. 89, 067001) gjorde
jeg med henvisning til ligning (18) opmarksom pa, at
Robinsons og Robinsons antagelser ikke lader sig ggre
af dimensionsanalytiske grunde. Hvis C, er uathengig
af R., afhenger den udover af 0 alene af rw/v ifglge
ligning (18). Det betyder, at w-athengigheden sker via
argumentet rw /v. Derfor kan C', ikke samtidigt antages
uafh@ngig af v, da argumentet jo athenger af v.

Svaret fra Robinson og Robinson hertil (Phys. Scr.
89, 067002) er interessant i sammenhaeng med dimen-
sionsanalyse i det hele taget. I det vaesentlige svarede
de, at deres beregninger var dimensionsmassigt rigtige,
idet enhederne i beregningerne var korrekt afstemte.
Hvilket ikke var anfaegtet af mig.

For Robinson og Robinson forstas fysiske formler
tilsyneladende som sammenfatninger af maledata. 1
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modsatning hertil opfattes fysiske formler ved dimen-
sionsanalyse som teoretiske udsagn om sammenhange
imellem fysiske stgrrelser, hvor dimensionsanalysen da
er en metaanalyse af de teoretiske konsekvenser af teo-
retiske og modelleringsmassige antagelser. Robinsons
og Robinsons forstaelse af fysiske formler svarer til en
induktiv opfattelse af fysik pa linje med fx de logiske
positivisters. I mods@tning hertil svarer dimensionsana-
lysens abstrakte konsekvensundersggelser af hypoteser
om, hvilke inputparametre, der kan vare afggrende for
givne problemstillinger, snarere til Poppers hypotetisk-
deduktive opfattelse af et fag som fysik.

Undervejs i beslutningsprocessen angaende SI sy-
stemet viste sig den samme dobbelthed i forstaelsen
af, hvad fysiske formler drejer sig om. I artiklen “On
the history of quantity calculus and the international
system” (Metrologia 31 405-29) fra 1995 skriver J. de
Boer saledes: “...: it appears to be extremely important
to keep in mind that scientists may attach different
meanings to terms and the symbols used in the mathe-
matical representation of the facts of physics.”

Det er for mig overraskende, at den videnskabsteore-
tiske fortolkning af fysik kan have sa kontante fysikfag-
lige konsekvenser, som Magnuskraft-eksemplet viser.

Breddeopgave 69. Tgndefald

Inden nazste nummer af KVANT udkommer, kan le-
serne eventuelt overveje lgsningen til denne opgave fra
breddekurset pd RUC (fra eksamen juni 2015, nr. 69 i
raekken her i KVANT):

Pa ladet af en bil, der holder stille, er en cylinderfor-
met tgnde blevet glemt. Den ligger op ad forhuset med
aksen vinkelret pa kgreretningen. Lastbilen speeder op
for at kere. Hvor langt nar den at kgre for tonden ruller
ud over den dbne bagende af ladet? Begrund svaret.

Lgsning og kommentar bringes i n@ste nummer af
KVANT.
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