Standardmodellen for partikelfysik og ikke-kommutativ

geometri

Af Jesper Mgpller Grimstrup

Ikke-kommutativ geometri er et moderne forskningsfelt, der kombinerer avanceret matematik med partikelfysik.
I denne artikel ser vi pa en ny formulering af standardmodellen for partikelfysik, hvor det ved hjelp af ikke-
kommutativ geometri er muligt at se standardmodellen som en integreret del af en ren gravitationel teori. Dette
rejser en lang raekke spgrgsmal og peger muligvis i retningen af en teori for kvantegravitation.

Den moderne, teoretiske hgjenergifysik kan grundlaeg-

gende set betragtes som et puslespil bestdende af tre
brikker: kvantemekanikken, Einsteins almene relativi-
tetsteori og standardmodellen for partikelfysik. Malet
er at fa de tre brikker til at passe sammen, sa vi kan se,
hvad det er for et billede, puslespillet skjuler.

De to fgrste brikker, kvantemekanikken og almen
relativitetsteori, blev som bekendt opdaget i begyndel-
sen af det tyvende arhundrede, og i dag, 100 ar senere,
er problemet med at finde en teori, der forener de to,
stadig ulgst. De metoder, som vi normalt anvender, nar
vi vil opgradere en klassisk teori til en kvanteteori,
Igber ind i problemer, nar vi forsgger at anvende dem
pa tyngdekraften. Efter mange artiers forskning ved vi
stadig ikke, hvordan man skal formulere en kvanteteori
for tyngdekraften. Sa de to forste brikker passer ikke
sammen.

Den tredje brik, standardmodellen for partikelfysik,
beskriver det dybeste lag af virkeligheden, som det
indtil nu er lykkedes os at na eksperimentelt. Stan-
dardmodellen er en matematisk teori, der beskriver de
elektrosvage og -sterke kernekrefters vekselvirkning
med elementarpartikler sasom kvarker og leptoner samt
den sdkaldte Higgs-mekanisme, der giver partiklerne
deres masse.

Standardmodellen, der er en kvantefeltteori, har en
matematisk struktur, der pa den ene side ser nesten
tilfeldig ud — den indeholder en raekke matematiske
detaljer, der tilsyneladende lige sa godt kunne have
veret valgt anderledes — men nar man ser narmere
efter, opdager man, at dens struktur tilsyneladende
er alt andet end tilfeeldig. Standardmodellen ligner et
spgrgsmal, der har et svar. S den tredje brik i vores
puslespil ser altsd mystisk ud.

Det vil sige, at vi i dag star med to grundleggende
spgrgsmal, som vi gerne vil have svar pa:

1. Findes der en kvanteteori for tyngdekraften?

2. Hvorfor ser standardmodellen ud, som den ggr?

Afstanden mellem to punkter

Den franske matematiker og Fields-medaljemodtager
Alain Connes har i samarbejde med fysikeren Ali
Chamseddine udviklet en ny tilgang til, hvordan de tre
fundamentale brikker i moderne, teoretisk fysik skal
leegges, og den tilgang har faet navnet ikke-kommutativ
geometri [1-3].

Ikke-kommutativ geometri handler, som navnet rg-
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ber, om geometri. Sa lad os begynde med at se pa
almindelig geometri, eller det, vi kalder riemannsk
geometri, hvilket er den matematiske begrebsramme,
som FEinsteins relativitetsteori er formuleret indenfor.

Grundlaeggende set handler geometri om afstanden
mellem punkter i et rum, sé lad os begynde med et rum
og se pa dets geometri. Normalt formulerer vi et rums
geometri med det, man kalder en metrik, hvilket er et
felt, der til hvert punkt i rummet tilordner en raekke tal,
der forteller os noget om geometrien i det punkt.

Tenk pa en lige linje. Nar vi vil male afstanden
mellem to punkter A og B pa linjen, tager vi en lineal
frem og placerer den pa linjen og afleeser afstanden.
Linealen er her det ®kvivalente til en metrik. Metrikken
er sa at sige en generaliseret lineal, som vi bruger,
nar rummet er mere kompliceret og har en ikke-triviel
geometri.

Einsteins almene relativitetsteori, der grundleggen-
de set handler om, at rum og tid har en ikke-triviel
geometri, der er givet ved materien i rummet, er netop
formuleret ved hjalp af et metrisk felt. Einsteins feltlig-
ninger forteller os, hvordan krumningen af det metriske
felt h&enger sammen med energien og impulsen af
stoffet i rummet.

f(x)

f(A)

A B

Figur 1. Afstanden mellem punkterne A og B er identisk
med afstanden mellem f(A) og f(B), hvis funktionen f
har heldning precis lig 1. Denne noget trivielle observation
er startpunktet for ikke-kommutativ geometri, der udvider
Gelfand-Naimarks dualitet mellem kompakte Hausdorff-
rum og kommutative C™*-algebraer til en dualitet mellem
spektrale tripler og spin-geometrier.

Men lad os vende tilbage til vores to punkter A og B
pa den lige linje. Jeg vil nu gerne foresla en anden made
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at male afstanden mellem dem pa. Det, som jeg gerne
vil ggre, er i stedet at velge en funktion pa den lige
linje og sa afleese funktionens verdier i de to punkter
og trekke dem fra hinanden. Idéen er, at det skal give
os en afstand mellem de to punkter pa den lige linje.

For at det skal give mening, ma vi naturligvis ind-
skranke vores valg af en funktion. Hvis vi for eksempel
vaelger en funktion, der har en gradient eller haldning,
der er pracist lig en overalt pa linjen, sa er det klart,
at nar vi treekker funktionens veardier i punkterne A
og B fra hinanden, vil det give os den korrekte afstand
mellem de to punkter (se figur 1).

Ikke-kommutativ geometri

Lad os nu prgve at generalisere denne anden metode
til at male afstande pa til et generelt rum med en mere
kompliceret geometri. Det kan for eksempel vaere et
tredimensionalt rum. Sa vi fglger proceduren fra for og
velger en funktion pa dette rum. For at vi kan bruge
funktionen til at give os en afstand, har vi brug for en
metode til at sikre os, at vores funktion har, hvad der
svarer til en gradient, der er lig en!. Maden at ggre det
pa er at introducere en sakaldt Dirac-operator, hvilket
er en matematisk stgrrelse, der giver os gradienten af
funktioner pa vores rum. Dirac-operatoren er kendt fra
Dirac-ligningen, som beskriver fermioner.

Vi ser altsa, at nar vi generaliserer den anden me-
tode til at male afstande pa, ender vi med et setup,
hvor vi har funktioner pa rummet kombineret med en
Dirac-operator, der giver os gradienter af funktioner.
Disse to komponenter har imidlertid brug for en tredje
komponent, hvilket er et sakaldt Hilbert-rum, der groft
sagt er et sted, hvor vi kan evaluere forskellen pa
forskellige funktioner. Hilbert-rummet er sa at sige det
sted, hvor funktionerne og Dirac-operatorerne “lever”.
Til slut arrangerer vi vores funktioner i det, man kalder
en algebra, hvilket er et elementert, matematisk setup,
der involverer addition og multiplikation.

For at opsummere: ved at generalisere den anden
metode til at male afstande pa, far vi en samling af tre
komponenter: 1) en algebra med funktioner pa vores
rum, 2) en Dirac-operator og 3) et Hilbert-rum. Dette
er, hvad man kalder et spektralt triple.

Nu kan man imidlertid Igfte denne anden metode
op pa et mere abstrakt niveau. Det vil sige, at vi
kan glemme alt om selve rummet og bare betragte det
spektrale triple som et abstrakt objekt, der opfylder et
set matematiske regler eller aksiomer. Sa vi har altsa
en abstrakt algebra, der vekselvirker med en abstrakt
Dirac-operator, og hvor det hele lever i et Hilbert-rum.

12008 beviste Alain Connes, at dette setup er ekvi-
valent til det fgrste setup, hvor vi har et metrisk felt.
Det sékaldte rekonstruktionsteorem siger, at det ikke
gor nogen forskel, hvilket setup, vi velger, da de begge
to svarer til den samme geometriske struktur.

Det er vigtigt her at legge meerke til, at nar vi arbej-
der med Connes’ geometriske formalisme, sa er selve
rummet — altsd punkterne — en sekunder stgrrelse. Det
kan udledes af algebraen via et teorem bevist af Gelfand
og Naimark i 1943 [4]. Samtidigt er afstanden mellem

punkterne kodet ind i vores Dirac-operator. Sa Dirac-
operatoren — den stgrrelse, der giver os gradienten —
svarer her til metrikken i den riemannske geometri.

Laeg ogsa mearke til, at sproget, som benyttes her
— operatorer og Hilbert-rum — er det samme matema-
tiske sprog, som vi kender fra kvantemekanikken. Det
betyder imidlertid ikke, at Connes’ spektrale tripler er
kvantemekaniske; det her handler om geometri og er i
sit udgangspunkt klassisk.

Sa disse to metoder til at formulere en geometri pa
er altsa eekvivalente. Men der er en meget vigtig forskel
pa de to formalismer, og den forskel er, hvad der ggr det
her dybt interessant.

Ngglen til at forsta, hvor de to metoder er forskel-
lige, er algebraen med funktionerne. Jeg har allerede
navnt, at en algebra er en samling elementer, som man
kan addere og multiplicere. Tal danner for eksempel en
algebra, og det samme ggr funktioner pa et rum. Man
kan addere og multiplicere to tal for at fa et tredje tal,
og man kan addere og multiplicere to funktioner for at
fa en tredje funktion. Og leg merke til, at det ingen
forskel ggr, i hvilken rekkefglge man ggr dette. To
gange tre er det samme som tre gange to; vi siger, at
tal kommuterer.

Nu viser det sig imidlertid, at de matematiske regler
— aksiomerne — som et spektralt triple skal opfylde for at
give os en geometri, ikke athenger af, om algebraen af
funktioner er kommutativ. Aksiomerne kan uden videre
generaliseres til ogsa at gelde for algebraer, der ikke
kommuterer. Altsa algebraer, hvor det faktisk betyder
noget, i hvilken rekkefglge man multiplicerer dets
elementer. Det kalder man ikke-kommutative algebraer.

Og nu er vi endelig naet frem til det, man kalder
ikke-kommutativ geometri. En ikke-kommutativ geo-
metri er simpelthen givet ved et spektralt triple, der
involverer en ikke-kommutativ algebra.

Vi kender selvfglgelig til ikke-kommutative algebra-
er fra kvantemekanikken, hvor for eksempel positions-
og impulsoperatorerne ikke kommuterer, hvilket fgrer
os til Heisenbergs usikkerhedsrelation. Og vi ser nu,
at en formalisme, der for kommutative algebraer er
ekvivalent til riemannsk geometri, har en helt naturlig
generalisation, der involverer den type algebraer.

Og det er her, at vores fortaellinger for alvor bliver
interessante. Pointen er, at denne generalisering abner
en dgr til en helt ny verden af eksotiske, geometri-
ske rum. Og det viser sig — meget overraskende — at
standardmodellen for partikelfysik koblet til Einsteins
relativitetsteori giver os et eksempel pa netop sadan en
geometri.

En nzesten-kommutativ geometri

For at fa en bedre forstaelse af, hvordan standardmo-
dellen passer ind i formalismen med spektrale tripler,
starter vi med at betragte et meget simpelt eksempel pa
en ikke-kommutativ algebra, nemlig en algebra givet
ved rotationer i et tredimensionalt rum. Vi kan rotere
rundt om de tre akser, og vi kan kombinere to rotationer
til en tredje, hvilket vil sige, at vi kan multiplicere dem.
Denne multiplikation er ikke-kommutativ, det betyder

"Den pracise betydning af dette er givet ved Connes’ sikaldte afstandsformel.
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noget i hvilken rekkefglge, vi udfgrer rotationerne, og
derfor vil den algebra, som vi bygger ud fra saidanne
rotationer, vere ikke-kommutativ. Det giver os det, man
kalder en matrix-algebra.

Nu kan man kombinere en matrix-algebra med den
algebra, som jeg allerede har talt om, nemlig algebraen
af funktioner pa et rum, og nar vi ggr det, far vi det, man
kalder en neesten-kommutativ algebra.

En nasten-kommutativ algebra er meget tet pa
det algebraiske setup, som svarer til Einsteins almene
relativitetsteori, altsa et setup baseret udelukkende pa
funktionerne pa rummet. Det eneste, vi har gjort, er
at legge en smule ikke-kommutativitet til i form af en
matrix-algebra.

Og det er denne type algebra, der fgrer os til
standardmodellen for partikelfysik. Hvis vi vaelger den
rigtige type matrix-algebra og drejer pa alle de matema-
tiske handtag i maskineriet for ikke-kommutativ geo-
metri, sa er det, der kommer ud i den anden ende, netop
standardmodellen koblet til almen relativitetsteori.

Med Connes’ matematiske maskineri har vi altsa
faet en fuldsteendig ny made at forsta standardmodellen
pa. Ting, der i den gamle formulering sa tilfeldige ud,
giver pludselig perfekt mening. Det bedste eksempel
er Higgs-mekanismen, som i den almindelige formu-
lering af standardmodellen er et element, som vi ved,
skal vere der, men som fra et matematisk synspunkt
ser markeligt ud. I Connes’ formulering er Higgs-
mekanismen en integreret del af den sektor, der indehol-
der de tre fundamentale krefter (de elektromagnetiske,
de svage og de sterke kernekrafter). Higgs-sektoren er
simpelthen en ngdvendighed i Connes’ formulering.

Hvad betyder det her?

Der er en rekke vigtige detaljer, som man kunne skrive
om her. Der er nogle vigtige forbehold — for eksempel
det faktum, at Connes’ formulering f@rst rigtig fungerer
i det euclidiske setup, altsa nar tidsretningen er kom-
pleks — og andre vigtige teknikaliteter. Men selvom alle
disse detaljer er vigtige, ja essentielle, sa tror jeg, at det
er bedst i fgrste omgang at lade dem ligge og i stedet se
pa det store billede. Hvad forteeller Connes’ arbejde os,
og i hvilken retning peger det?

Der er to pointer, som jeg gerne vil fremhave:

1. Den ikke-kommutative formulering af standard-
modellen er en ren gravitationel formulering. Standard-
modellen plus almen relativitetsteori er her kombineret
til en enkel gravitationel teori over et underligt, abstrakt
rum. Dette er efter min vurdering dybt interessant.

2. Det faktum, at dette er muligt, er ikke trivielt.
Ikke alle modeller passer ind i maskineriet for ikke-
kommutativ geometri, hvilket betyder, at standardmo-
dellen er speciel. Hvis den havde set anderledes ud, ville
Connes’ formulering ikke fungere [5].

Dette rejser to centrale spgrgsmal:

1. Hvor stammer den nasten-kommutative struktur
fra? Hvorfor netop dén struktur? Hvad ligger der bag
netop dette matematiske valg? Efter min mening er
dette et af de mest interessante spgrgsmal i moderne,
teoretisk fysik.

2. Hvilken rolle spiller kvantefeltteori i alt dette?
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Det andet spgrgsmal kreever en forklaring. Standard-
modellen for partikelfysik er som navnt en kvantefelt-
teori. Men Connes’ formulering af standardmodellen
fanger kun den klassiske del af modellen. Den ikke-
kommutative formulering involverer ikke kvanteaspek-
tet [1].

Det er ikke sveert at forsta, hvorfor det ngdvendigvis
ma vere sadan. Da den ikke-kommutative formule-
ring af standardmodellen essentielt er en gravitationel
formulering, sd ville den, hvis den skulle involvere
kvantiserede felter, ogsa involvere en eller anden form
for kvantegravitation. Og det er noget, som vi ikke ved,
hvordan man ggr. S& det, Chamseddine og Connes i
stedet ggr, er at anvende kvantiseringsproceduren i et
sekundert skridt og kun pa selve standardmodellen —
ikke til gravitation.

Dette er tydeligvis ikke tilfredsstillende. Hvis denne
elegante formulering skal veere fundamental, sa ma den
ngdvendigvis involvere kvanteteorien som et primeart
element og ikke som en mere eller mindre tilfeldig
tilfgjelse. Derfor mit spgrgsmal: Hvilken rolle spiller
kvanteteorien i den ikke-kommutative formulering af
standardmodellen?

Det er en besynderlig situation. Pa den ene hand har
vi den gamle formulering, hvor standardmodellen er en
kvanteteori, og hvor gravitation er en separat stgrrelse,
og pa den anden hand har vi den nye formulering, hvor
standardmodellen og gravitation pa et klassisk niveau
er forenede, men hvor kvanteaspektet mangler. Hvad
betyder alt det her? Det er der ingen, der ved. Connes’
arbejde har rodet brikkerne i vores puslespil rundt og
sat dem sammen pa en ny made. Men det er stadigvaek
ikke klart, hvad det er for et billede, puslespillet skjuler.

Lad mig afslutte med at give leeseren mit eget syns-
punkt. Jeg tror, at Chamseddines og Connes’ formule-
ring er et vejskilt. Jeg tror, at det peger os i retningen af
en mere fundamental teori, og jeg tror, at vores opgave
er at laese dette vejskilt meget grundigt.

Det minder om Maxwells ligninger, der som bekendt
har to @kvivalente formuleringer: én formulering med
elektriske og magnetiske felter og én med et sakaldt
gauge-felt. De to formuleringer er &kvivalente, men nar
man anvender formuleringen med gauge-feltet ser man,
at Maxwells ligninger peger frem mod Einsteins spe-
cielle relativitetsteori og mod de sakaldte ikke-abelske
gauge-teorier, som vi i dag ved, beskriver de svage og
steerke kernekreafter (og faktisk ogsa almen relativitets-
teori). S& nar man har @kvivalente formuleringer, kan
det ske, at en af dem tydeligst peger i retningen af mere
fundamentale teorier.

Efter min mening peger Connes’ arbejde os i ret-
ningen af en teori for kvantegravitation, der skal ggre
to ting: for det fgrste skal den involvere maskineriet
fra ikke-kommutativ geometri og for det andet skal den
producere den matrix-algebra, som vi havde brug for for
at na frem til standardmodellen, i en klassisk grense.
Et korollar til det synspunkt er, at kvantefeltteorien,
som vi kender den, ma vare en lavenergigrense af en
kvanteteori for gravitation.

Det var sadanne overvejelser, der oprindeligt moti-
verede matematikeren Johannes Aastrup og mig selv til
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at begynde vores arbejde pa vores egen tilgang til en te-
ori for kvantegravitation. I vores arbejde har vi foreslaet
et setup, der essentielt er rent geometrisk — altsa gravi-
tationelt — men som involverer en mulighed for at opna
en nasten-kommutativ geometri i en klassisk granse.
Vores idé er, at nar man betragter matematikken, der
beskriver, hvordan objekter flyttes rundt i et tredimen-
sionalt rum, sa lander man automatisk i et setup, der
kombinerer Connes’ matematiske formalisme med en
central ingrediens fra en teori for kvantegravitation. Det
vil sige, at hvis man baserer en fundamental teori pa en
algebra, der indeholder information om, hvordan ting
flyttes rundt i et rum — altsa egenskaber ved selve rum-
met — sa har man muligvis noget, der bade giver os en
ny ansatz til en teori for kvantegravitation og samtidigt
involverer en mulig forbindelse til standardmodellen for
partikelfysik. Alt dette kan man laese mere om i min bog
“Shell Beach — jagten pa den endelige teori” [6], der
netop nu udkommer pa forlaget Montagne, og hvor jeg
ogsa forteller om mine oplevelser i maskinrummet af
den moderne teoretiske og matematiske fysik.
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Temperaturen og den nye kelvin

Finn Berg Rasmussen, Niels Bohr Instituttet, Kpbenhavns Universitet og KVANT

Fra 13. til 16. november 2018 har Generalkonferencen for Mal og Vagt holdt sit 26. mgde. Her god-
kendtes nye definitioner af fire af SI-systemets grundenheder, kilogram, ampere, kelvin og mol. De sidste
forberedelser til denne @ndring har staet pa siden 2011, hvor den 24. Generalkonference formulerede
krav til malengjagtighed og reproducerbarhed som forudseatning for nye definitioner.

De nye definitioner

Hver af de oprindelige internationale enheder var base-
ret pa en stgrrelse af samme slags: Enheden for masse
— et kilogramlod — var selv en masse, enheden for
lengde var en meterstok, altsa en lengde, enheden
for temperatur blev fastlagt ved et temperaturinterval
osv. Med udviklingen af stadigt stigende ngjagtighed
og palidelighed af malemetoder er det blevet muligt
at male og reproducere verdier af nogle af naturkon-
stanterne mere pracist, end de relevante maleenheder
kan realiseres. Nar dette indtreffer, bliver det rimeligt
at opdatere enhedernes definition. I de officielle papirer
fra BIPM (Bureau International des Poids et Mesures)
understreges det, at dette ars nye definitioner kun har
betydning i tilfelde, hvor der kraves helt ekstrem ngj-
agtighed. I almindelig malepraksis vil man ikke mzrke
noget til &ndringerne.
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Sekundet blev 1 1968 defineret gennem en ngje
specificeret overgangsfrekvens i atomer af casium-
133. Meteren har siden 1983 varet defineret som den
afstand, lyset tilbagelegger i en vis tid, det vil sige, at
lyshastigheden er blevet tildelt en bestemt vardi. De
nye definitioner af yderligere fire af de syv grunden-
heder gar videre ad denne vej, idet fire relevante natur-
konstanter defineres med hver sin bestemte verdi. Det
siger sig selv, at disse vardier er de ngjagtigste, man
indtil nu har kunnet bestemme og reproducere mellem
forskellige standardlaboratorier [1] og ved forskellige
metoder pa grundlag af de eksisterende enheder.

Mens man let kan forestille sig et sarligt fint ki-
logramlod som international masseenhed, er det be-
tydeligt sverere at se, at det nu kan erstattes af en
defineret veerdi af Plancks konstant (i kombination med
meteren og sekundet). Det eksperimentelle grundlag
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